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การวิจัยดาํเนินงาน 
(Operations Research)

การวิจัยดําเนินงาน เป็นการสร้างตวัแบบแทนระบบปัญหา 
และนาํมาวิเคราะห์เพื�อศึกษารูปแบบของปัญหา เพื�อใชใ้น
การพิจารณาแนวทางแกไขปัญหาเพื�อใหเ้กดผลเสียนอ้ย้ ิ
ที�สุด หรือไดแ้นวทางปฏิบติัเพื�อใหไ้ดผ้ลดีที�สุด  โดยการ
วิจยัดาํเนินงานจะมีหลกัเกณฑใ์นการจดัตงัปัญหาโดยการ1
จดัเกบรวบรวมขอ้มูลเป็นตวัเลขโดยคาํนึงวาการทาํงานนนั็ ่ 1
ตอ้งอยภูายใตอ้าํนาจการควบคุม่



การสร้างตัวแบบแทนระบบปัญหา

โดยตวัแบบในที�นีอาจหมายถึงตวัแบบทางกายภาพ1 , ตวั
แบบจาํลอง (Simulation) และตวัแบบทางคณิตศาสตร์  โดยใน
ที�นีจะกลาวถึงเฉพาะตวัแบบทางคณิตศาสตร์1 ่  (Math Model) 

ตัวแบบทางคณติศาสตร์ คือ การตงัรูปแบบในเชิงสมการ1
หรืออสมการแทนระบบของปัญหา โดยจะมีการตงัคาตวั1 ่
แปรขึนมาซึ�งเป็นเชิงปริมาณเพื�อสร้างความสัมพนัธ์ทาง1
คณิตศาสตร์ และสามารถคาํนวณคาคาํตอบของตวัแปรได้่  
โดยตวัแปรในที�นีคือ1  ตวัแปรตดัสินใจ (Decision Variable) 
เพื�อใหไ้ดค้าํตอบไปใชใ้นการวางแผนและประกอบการ
ตดัสินใจของผูบ้ริหารตอไป่  ดงันนัจึงมีการสร้าง1
ความสัมพนัธ์ทางคณิตศาสตร์เพื�อหาคาํตอบ โดยขนัตอน1
การสร้างตวัแบบทางคณิตศาสตร์ แทนระบบของปัญหา 
(Model Formulation)



ปัญหาต่างๆที�พบในองค์กรหรือโรงงาน

� ปัญหาเงินลงทุนที�มีอยอูยางจาํกด่ ่ ั

� ปัญหาเกยวกบการจดักาลงัคนี� ั ํ

� ปัญหาเกยวขอ้งกบวตัถุดิบที�ใชใ้นการผลิตี� ั

� ปัญหาชนิดของเครื�องจกัรที�มีสมรรถภาพในการ
ผลิตตางกน่ ั

การจัดตั+งปัญหา คือ การเขา้ใจปัญหาอยางชดัเจน่
และทราบถึงเงื�อนไขเพื�อที�จะกาหนดขอบเขตของปัญหาํ
นนัได้�  โดยปัญหาในที�นีอาจหมายถึง1



Industrial Application of LP Model
� Production Planning � Production Scheduling 

� Blending Problem � Distribution 



ขั?นตอนของการวิจัยการดาํเนินงาน

1. การจดัตงัปัญหา1
2. สร้าง Math Model แทนระบบของปัญหา :

Model Formulation

3. การหาผลลพัธ์ของปัญหา : Model Solution 
โดยวิธี Graphical Method, Simplex Method, 
Spread Sheet Method, ฯลฯ

4. ทดสอบผลลพัธ์และตงัขอบขายของผลลพัธ์1 ่  
(Sensitivity Analysis)

5. การนาํผลลพัธ์ไปใชง้าน



บทที� 2: กาํหนดการเชิงเส้น 
(Linear Modeling)

Author by: Dr. Roongrat Pisuchpen
Kasetsart University



องค์ประกอบของ Model Formulation
� สมการกาหนดเป้าหมายํ  (Objective Function) : เพื�อกาหนดํ

เป้าหมาย maximize or minimize
� สมการแสดงขอบขาย่  (Constraint) : แสดงความจาํกดของั

ปัจจยั ซึ�งอยใูนรูปสมการ่  หรือ อสมการ
� All Positive Value โดยตวัแปรตดัสินใจทุกตวัจะตอ้งมีคา่

เป็นจาํนวนจริงบวก
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Introduction to LP Model



ขั+นตอนของการโปรแกรมเชิงเส้นตรง

�กาํหนดตวัแปรตัดสินใจ (Decision Variable) ของปัญหากอน่  ซึ� ง
เป็นตวัแปรเชิงปริมาณ แลว้สมมุติเป็นสัญลกัษณ์ทางพีชคณิต เชน่  
รูป Xj โดย j = 1,2,… n เป็นตน้ ที�สามารถชีบงบอกถึงคาํตอบของตวั1 ่
ปัญหา ตวัแปรเหลานีจะตอ้งมีคาจาํนวนจริงบวก่ ่1  

�กาํหนดเป้าหมายของตวัปัญหา (Objective Function) : เป็นฟังกชนั์
ของตวัแปรตดัสินใจ  เป้าหมายของตวัปัญหานี1  จะตอ้งเป็นฟังกชนั์
ของตวัแปรตดัสินใจ และมีคาเป็นเลขจริงและเราจะตอ้งกาหนดวา่ ํ ่  
คาของฟังกชนันีเราตอ้งการใหมี้คามาก่ ์ ่1  (Maximize)  หรือมีคานอ้ย่  
(Minimize)

�สร้างข้อจํากดัของตวัปัญหา (Constraint) : เราสามารถจะนาํเอา
ความสัมพนัธ์ระหวางตวัแปรตดัสินใจกบทรัพยากรที�มีอยเูป็น่ ั ่
จาํนวนจาํกดนีั 1   มาเขียนใหอ้ยใูนรูปของความสัมพนัธ์กนทาง่ ั
คณิตศาสตร์โดยจะอยใูนรูปของสมการ่  หรือ อสมการได้

�สร้างตวัแปรทกตวัให้ค่าเท่ากบัหรือมากกว่าศนย์ุ ู  (All Positive 
Value) โดยตวัแปรตดัสินใจทุกตวัจะตอ้งมีคาเป็นจาํนวนจริงบวก่  
หมายความวา่ Xj ≥ 0, j = 1,2,… n เป็นขอ้จาํกดของปัญหาั
โปรแกรมเชิงเส้นตรงวา่ คาํตอบที�ไดม้านนัคาตวัแปรจะเป็นลบ1 ่
ไมได้่  (อยใูน่  Quadrant ที� 1 เทานนั่ 1  )



ตัวอย่างการโปรแกรมเชิงเส้น 
(LP Model)

โรงงานแหงหนึ�งกาลงัพิจารณาการใชท้รัพยากรตาง่ ํ ่  ๆ ที�มีอยู่
เพื�อผลิตสินคา้โดยมีเป้าหมายเพื�อใหไ้ดรั้บกาไรสูงสุดํ  สมมติ
วามีทรัพยากรตาง่ ่  ๆ ที�ใชใ้นการผลิตอยู ่m ชนิด สินคา้ที�
ตอ้งการผลิตมีอยู ่n อยาง่  
� Xj = ตวัแปรตดัสินใจเป็นจาํนวนสินคา้ชนิดที� j , j = 1..n

�Z = กาไรทงัหมดํ 1
�Cj = ส.ป.ส ของObjective function ซึ�งเป็นกาไรตอํ ่   

หนวยของสินคา้ชนิดที�่  j , j = 1..n
� ai j = ส.ป.ส ของขอ้จาํกดเป็นจาํนวนทรัพยากรั  i ที�ถูกใช ้ 

ในการผลิตสินคา้ชนิดที� j หนึ�งหนวย่ , [ai j]nxm

� bi = จาํนวนทรัพยากร i ที�มีอยู่



ตัวอย่างการโปรแกรมเชิงเส้น 
(LP Model)
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Ex 1: มีจักรเยบ็ผ้าใช้ในการผลิตเสื?อและกางเกง โดย
เสื?อขายตัวละ 100 บาท กางเกงตัวละ 200 บาท โดย
จักรสามารถผลิตกางเกง 3 ชม./ตัว เสื?อ 1 ชม./ตัว โดย
มีชั�วโมงทาํงาน 8 ชม. ถ้ามีผ้าอยู่  2,000 ตร.ม ถ้าผลิต
เสื?อต้องใช้ผ้า 125 ตร.ม กางเกง 75 ตร.ม จงสร้าง 
Model Formulation เพื�อให้ได้กาํไรสูงสุด 

 ตวัแปรตดัสินใจ :
DV=> X1 = จ.น. เสือ1 , X2 = จ.น. กางเกง

Max Z = 100X1+200X2

S.T.           X1+ 3X2≤ 8           (เวลา)
125 X1+ 75X2≤ 2,000    (ผา้)

X1, X2 ≥ 0



Ex 2: โรงงานผลิตเครื�องมือหนักแห่งหนึ�งมีสายการผลิต 2สาย 
สายแรกผลิตเครื�องตักดิน (E) สายที� 2 ผลิตเครื�องตัดไม้ (F)
1. โรงงานได้กาํไร 5,000 บาท ต่อการผลิต E แต่ละหน่วย

4,000 บาท ต่อการผลิต F แต่ละหน่วย 
2. การผลิตเครื�องมือแต่ละชนิดต้องใช้ m/c  A และ B
3. ในการผลิตเดือนหน้า m/c A&B มีชั�วโมงทาํงานเป็น 150 & 
160 ชม. และโรงงานจะต้องผลิตเครื�องมือ E&F รวมกันไม่
น้อยกว่า 5 เครื�อง

4. การทดสอบเครื�องมือ E&F ที�ผลิตได้ต้องใช้แรงงานคนไม่
น้อยกว่า 135 ชม.

1601020B

1501510A

FEm/c

ชม. ทาํงานชม. การใชง้านตอหนวย่ ่ขอ้มูลการผลิต

1351030ชม. ที�ใชใ้นการทดสอบตอหนวย่ ่

FE

ชม. ที�ใช้ชม. การใชต้อหนวย่ ่ขอ้มูลการผลิต



อยากทราบว่าจะผลิตสินค้าสองชนิดอย่างไรเพื�อให้
ได้กาํไรสูงสุด จงสร้าง Model Formulation 

 ตวัแปรตดัสินใจ :
DV=> E = จ.น. เครื�งตกัดิน, F = จ.น. เครื�องตดัไม้
Max Z = 5000E+4000F
S.T.           10E+ 15F ≤ 150           (เวลา m/c A)

20E+ 10F ≤ 160           (เวลา m/c B)
E+ F ≥ 5              (สมรรถภาพ)

30E+ 10F ≥ 135          (เวลาทดสอบ)

E, F≥ 0

เพิมเติม� :
ถา้ตอ้งผลิต E 1 เครื�อง จะตอ้งผลิต F อยางนอ้ย่  2 เครื�อง (S.T.  F ≥ 2E )



Ex 3: บริษทัสยามอาหารสัตว์ ผลิตอาหารสัตว์จาํหน่ายโดยใช้
วัตถดิุบสามชนิด วัตถดิุบแต่ละชนิดมีปริมาณสารอาหาร
แตกต่างกัน ดงัแสดงในตาราง สมมติว่าอาหารสัตว์ 100 ปอนด์ 
ต้องประกอบด้วยสารอาหารต่าง ๆ ดังนี? สารอาหาร A อย่าง
น้อย 0.8% แต่ไม่สูงกว่า 1.2% สารอาหาร B ไม่น้อยกว่า 22% 
สารอาหาร C มากสุดไม่เกิน 5% อยากทราบว่า ควรผสม
วัตถดิุบทั?งสามอย่างไรจึงจะได้สารอาหารตามที�กาํหนด และ
เสียต้นทุนตํ�าสุด  

100.0200.250-ชนิดที� 3

150.0100.9000.150ชนิดที� 2

300.015-0.380ชนิดที� 1

CBA

ราคา/ปอนด์สารอาหาร (ปอนด/์ปอนด)์วตัถุดิบ



ให ้Z คือ ตน้ทุนทงัหมด1
ตวัแปรตดัสินใจ : Xi = ปริมาณวตัถุดิบชนิดที� i
Min Z= 30X1 + 15X2 +10X3
S.T.        X1+X2+X3 = 100 (ขอ้จาํกดดา้นอาหารสัตว์ั  100 ปอนด)์

0.38X1+0.15X2≥ 0.008(X1+X2+X3)(ขอ้จาํกดดา้นสารอาหารั A)
0.38X1+0.15X2≤ 0.012(X1+X2+X3)(ขอ้จาํกดดา้นสารอาหารั A)

0.9X2+0.25X3≥ 0.22(X1+X2+X3)  (ขอ้จาํกดดา้นสารอาหารั B)
0.015X1+0.010X2 + 0.02X3 ≤ 0.05(X1+X2+X3) 

(ขอ้จาํกดดา้นสารอาหารั C)
X1, X2, X3 ≥ 0

จงสร้าง Model Formulation



Ex 4: บริษทัแห่งหนึ�งมีโรงงานผลิตสินค้าอยู่สามแห่ง มี
กาํลงัการผลิต 180, 50 และ 40 ตันต่อเดือน ตามลาํดับ  ถ้า
บริษทัมีตัวแทนจาํหน่าย 4 แห่ง ซึ�งมีความสามารถในการ
จาํหน่าย 100, 40, 50 และ 50 ตันต่อเดือน ตามลาํดับ  
ค่าใช้จ่ายในการขนสินค้าจากโรงงานไปยงัตัวแทนจาํหน่าย
แสดงในตาราง  อยากทราบว่าบริษทัควรจัดส่งสินค้าอย่างไร
จึงจะเสียค่าใช้จ่ายตํ�าสุด จงสร้าง Model Formulation 

505040100การจาํหนาย่

403,5003,5004,0003,5003

504,0005,5003,9004,2002

1807,0004,0006,5005,0001

4321

กาลงัการผลิตํคาใชจ้าย่ ่  (บาท/ตนั)ตวัแทน
โรงงาน



ตวัแปรตดัสินใจ :
Xij = ปริมาณสินคา้จากโรงงาน i ไปยงัตวัแทน

จาํหนาย่  j ; i=1,2,..,m ; j=1,2,..,n  

ให ้Z เป็นคาใชจ้ายในการขนสง่ ่ ่
Cij = คาขนสงตอหนึ�งหนวยจากแหลง่ ่ ่ ่ ่  i ไปยงัตวัแทน

จาํหนาย่  j

Model Formulation
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Ex 5: ผู้ผลิตสินค้ารายหนึ�ง ผลิตสินค้า 3 ชนิด คือชนิดที� 1,2 และ 
3 โดยใช้วัตถดิุบ 2 ชนิด คือ A 2,000 หน่วย และวัตถดิุบ B 
3,000 หน่วย  สินค้าแต่ละชนิดต่อ 1 หน่วยใช้วัตถดิุบดังตาราง

424B

532A

321สินคา้
วตัถุดิบ

เวลาที�ใช้ในการผลิตแต่ละหน่วยของสินค้าชนิดที� 1 เป็น 2 
เท่าของสินค้าชนิดที� 2 และเป็น 3 เท่าของสินค้าชนิดที� 3
เวลาที�ใช้ในการผลิตทั?งหมดถ้าผลิตสินค้าชนิดที� 1 เพียงอย่าง
เดียวจะผลิตได้ 700 ชิ?น ในการสาํรวจตลาดพบว่าความ
ต้องการอย่างน้อยที�สุดของสินค้าชนิด 1, 2 และ 3 เป็น 200,
200 และ 150 ชิ?น ตามลาํดับ และอัตราส่วนของจาํนวนสินค้า
ชนิด 1, 2 และ 3 ที�ผลิตต้องเท่ากับ 3:2:5 
ถ้ากาํไรต่อชิ?นของสินค้าชนิด 1, 2 และ 3 เป็น 600, 400 และ 
1,000 บาท  ตามลาํดับ  จงสร้างรูปแบบปัญหาเพื�อหาจาํนวน
ชิ?นของสินค้าแต่ละชนิดที�จะผลิตเพื�อให้ได้กาํไรสูงสุด



Ex 6: โรงงานทาํขนมปังแห่งหนึ�งได้มีการตัดสินใจที�จะจัดหีบ
ห่อขนมปัง 4 แบบ แบบ A, B, C, D แต่ละแบบจะประกอบด้วย
ขนมปัง 3 ชนิด คือ ขนมปังครีมรสส้ม (O.C) ขนมปังครีม
รสชอคโกแลต (C.C) และขนมปังเวเฟอร์ (W)  ในปริมาณต่าง ๆ 
กัน  ดังตารางปริมาณของขนมปังแต่ละชนิดที�ผลิตได้ต่อวันและ
ต้นทุนการผลิตดังตารางข้างล่าง

12ไมจาํกด่ ัD

22O.C มากกวา่ 50%
C.C นอ้ยกวา่ 10%

W ไมจาํกด่ ั

C

25O.C อยางนอ้ย่  20%
C.C อยางมาก่  40%

W ไมจาํกด่ ั

B

20O.C อยางนอ้ย่  40%
C.C นอ้ยกวา่ 20%

W ไมจาํกด่ ั

A

ราคาขายตอ่  ก.ก. (บาท)สวนประกอบ่หีบหอ่



แสดงปริมาณขนมปังแต่ละชนิดที�ผลิตต่อวันและต้นทุนการผลิต
ต่อกิโลกรัมของขนมปังแต่ละชนิด

7150W

9200C.C.

8200O.C.

ตน้ทุนการผลิตตอกโลกรัม่ ิ
(บาท)

จาํนวนที�ผลิตตอวนั่
(กโลกรัมิ )

ขนมปัง

จงหารูปแบบกาํหนดการเชิงเส้นของปัญหา (Model 
Formulation) นี?ว่าควรจะจัดขนมปังในแต่ละหีบห่ออย่างไร
กาํไรสูงสุด  โดยที�ในด้านการตลาดไม่มีข้อจาํกัดใด ๆ ทั?งสิ?น

ให ้Z คือ กาไรทงัหมดํ 1

DV=> Xij = หีบหอ่  i ที�บรรจุดว้ยปริมาณขนมปังชนิด j;
i = หีบหอ่  A, B,C ตามลาํดบั;
j = ปริมาณO.C., C.C, W ตามลาํดบั



ตวัแปรตดัสินใจ : Xij = หีบหอ่  i ที�บรรจุดว้ยปริมาณขนมปังชนิด j;
i = หีบหอ่  A, B, C ตามลาํดบั; j = 1,2,3 ปริมาณ O.C., C.C., W ตามลาํดบั 

นาํหนกัของขนมปังในหีบหอแบบ1 ่  A   =   (XA1+ XA2+ XA3)
โดย XA1 คือ ปริมาณ OCในหีบหอ่  A

XA2 คือ ปริมาณ C.Cในหีบหอ่  A
XA3 คือ ปริมาณ W ในหีบหอ่  A

นาํหนกัของขนมปังในหีบหอแบบ1 ่  B =   (XB1+ XB2+ XB3)
โดย XB1 คือ ปริมาณ OCในหีบหอ่  B

XB2 คือ ปริมาณ C.Cในหีบหอ่  B
XB3 คือ ปริมาณ W ในหีบหอ่  B

นาํหนกัของขนมปังในหีบหอแบบ1 ่  C =   (XC1+ XC2+ XC3)
โดย XC1 คือ ปริมาณ OCในหีบหอ่  C

XC2 คือ ปริมาณ C.Cในหีบหอ่  C
XC3 คือ ปริมาณ W ในหีบหอ่  C

 นาํหนกัของขนมปังในหีบหอแบบ1 ่  D =   (XD1+ XD2+ XD3)
โดย XD1 คือ ปริมาณ OCในหีบหอ่  D

XD2 คือ ปริมาณ C.Cในหีบหอ่  D
XD3 คือ ปริมาณ W ในหีบหอ่  D

ดงันนั1   ปริมาณขนมปังขนมปัง O.C.   =   (XA1+ XB1+ XC1+ XD1)
ปริมาณขนมปังขนมปัง C.C. =   (XA2+ XB2+ XC2+ XD2)
ปริมาณขนมปังขนมปัง W     =   (XA3+ XB3+ XC3+ XD3)



Ex 7: บริษทันํ?ามนัแห่งหนึ�ง สั�งซื?อนํ?ามนัดิบ 3 อย่าง คือ A, B และ 
C คุณภาพ และราคาของนํ?ามนัดิบแต่ละชนิดแสดงในตาราง 
ข้างล่าง บริษทัสามารถซื?อนํ?ามนัดิบแต่ละชนิดได้ไม่เกินวันละ 
5,000 บาเรล  บริษทันาํนํ?ามนัดิบทั?ง 3 ชนิดนี?มาผสมเพื�อกลั�นเป็น
นํ?ามนัโซล่า 3 ชนิด คือ G1, G2 และ G3 ราคาขายนํ?ามนัโซล่าแต
ละชนิด  และปริมาณความต้องการในแต่ละวนัแสดงในตาราง
ข้างล่าง  นํ?ามนัโซล่าทั?ง 3 นี?แตกต่างกันในเรื�องปริมาณสารซัลฟัล 
ดังนี?  นํ?ามนัโซล่า G1 ต้องมี ปริมาณสารซัลฟัลไม่เกิน 1 %  นํ?ามั
โซล่า G2 ต้องมีปริมาณสารซัลฟัลไม่เกิน 2 % และนํ?ามนัโซล่า 
G3 ต้องมีปริมาณสารซัลฟัลไม่เกิน 1 % ในการกลั�นนํ?ามนัแต่ละ
บาเรลต้องเสียค่าใช้จ่าย 40 บาท ในแต่ละวันสามารถกลั�นนํ?ามนัโ
ล่าทั?งหมดได้ไม่เกิน 14,000 บาเรล  บริษทัควรผลิตนํ?ามนัโซล่าทั?ง 
3 ชนิดนี?วันละเท่าใด  จึงจะทาํให้ได้กาํไรสูงสุด

ตารางแสดงราคาและคุณภาพนํ?ามนัดิบ

2503.0C

3502.0B

4500.5A

ราคาปริมาณซลัฟัล (%)ชนิดของนาํมนัดิบ1



ตารางแสดงราคาและปริมาณความตอ้งการนาํมนัโซลา1 ่

1000500G3

2000600G2

3000700G1

ความตอ้งการ (บาเรล/วนั)ราคาชนิดของนาํมนัโซลา1 ่

DV=> Xij = ปริมาณบาเรลของนาํมนัดิบ1  iในโซลา่  j;
i = นาํมนัดิบ A, B, C ตามลาํดบั;
j = โซลา่  G1, G2, G3 ตามลาํดบั



ให ้Z คือ กาไรทงัหมดํ 1
ตวัแปรตดัสินใจ : Xij = ปริมาณบาร์เรลของนาํมนัดิบ1  i ในโซลา่ j; 
i = 1,2,3 นาํมนัดิบ1  A, B, C ตามลาํดบั; j = 1,2,3 โซลา่ G1, G2, G3 

ดงันนั1   (X11+ X12+ X13)  = ปริมาณนาํมนัดิบชนิด1  A ที�ใชใ้นแตละวนั่
(X21+ X22+ X23)  = ปริมาณนาํมนัดิบชนิด1  B ที�ใชใ้นแตละวนั่
(X31+ X32+ X33)  = ปริมาณนาํมนัดิบชนิด1  C ที�ใชใ้นแตละวนั่
(X11+ X21+ X31)  = ปริมาณนาํมนัโซลา1 ่  G1 ที�ใชใ้นแตละวนั่
(X12+ X22+ X32)  = ปริมาณนาํมนัโซลา1 ่  G2 ที�ใชใ้นแตละวนั่
(X13+ X23+ X33)  = ปริมาณนาํมนัโซลา1 ่  G3 ที�ใชใ้นแตละวนั่



Ex 8: ตลาดมีความต้องการสินค้าของโรงงานแห่งหนึ�งจาํนวน 
5,000 ชิ?นในหนึ�งวัน  โดยโรงงานแห่งนี?มีเครื�องจักร 4 เครื�อง ที�
สามารถผลิตสินค้าชนิดนี?  โดยมีกาํลงัการผลิตและต้นทุนการ
ผลิตในแต่ละเครื�องจักรแตกต่างกันดังตารางข้างล่างนี?
ถ้าเครื�องจักรนั?นถกูใช้จะมีค่าใช้จ่ายในการตั?งเครื�องจักร (Setup 
Cost) เกิดขึ?น

300053004

100026003

4000610002

200044001

Max. daily 
production

Production cost/
unit after machine setup

Setup CostMachine

จงสร้างรูปแบบของปัญหา (Model Formulation) เพื�อที�จะหา
แผนในการผลิตต่อวันให้ได้ตามความต้องการของตลาดโดยเสีย
ค่าใช้จ่ายตํ�าสุด



DV=> Xi = จาํนวนชินงานที�ผลิตบนเครื�องจกัร1  i ; i=1, 2, 3, 4
DV=> Yi = ตวัแปรตดัสินใจวาเครื�องจกัรนนัถูกใชง้าน่ 1   

หรือไม่ ถา้ Yi = 1 เครื�องจกัรนนัถูกใชง้าน1  
Yi = 0 เครื�องจกัรนนัไมถูกใชง้าน1 ่  

Xi ≥ 0
Y1, Y2 = 0 or 1 (Binary number)

Model Formulation of Integer Linear Programming



Model Formulation of Integer Linear Programming

Note: Express the following constraint in term of Yi

“ If investment 1 is invested, investment 2 cannot be invested”
Define Yi = 1 if investment I is made

= 0 otherwise

เงื�อนไขเพิมเติม�  ถ้าทาํเครื�องจักรที� 1 จะไม่ทาํเครื�องจักรที� 2
ถ้าทาํเครื�องจักรที� 2 จะไม่ทาํเครื�องจักรที� 1



จาก ตย.ข้างล่าง จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ



วิธีกราฟ (Graphical Method)
เป็นวธีิเบืองตน้ทาํใหเ้ห็นภาพชดัขึนเพราะคาํตอบมองไดง้ายจากรูป1 1 ่   วธีินีใชห้า1
คาํตอบของแบบจาํลอง LP ที�มีตวัแปรตดัสินใจเพียง 2 ตวั
ขั+นตอน



จาก ตย.2 จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ

Slope of objective function  = -5/4
Optimal Solution:     F=7     E=4.5    โดย E,F ε R+

ถา้โจทยบ์งัคบัใหค้าํตอบตอ้งมีคาเป็นจาํนวนเตม็บวกเทานนั่ ่ 1  
E,F ε I เรียกโจทยแ์บบนีวา1 ่  Integer Linear Programming (ILP)



จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ   Max Z = X1- 2X2

ความชัน 1/2
เลืJอนเส้นความชันลงในทศิทางนีLเพืJอ เพิJมค่า Z

ดงันนั1  จุดสุดทา้ยกอนออกจากพืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้่ 1  คือ 
ผลลพัธ์ที�ดีที�สุด ซึ� งในที�นี1  คือ จุด ..... (....., .....) จะได ้Z = .....

ดงันนัในกรณีตวัอยางนี1 ่ 1  จะเห็นไดว้ามีผลลพัธ์ที�ดีที�สุดคาเดียว่ ่  จึงเรียก
ผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  Unique Optimal Solution (มีคาํตอบที�ดีที�สุด
คาํตอบเดียว)

จุด B (4, 0) จะได ้Z = 4



จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ   Max Z = -X1+ 2X2

ความชัน 1/2

ดงันนั1  จุดสุดทา้ยกอนออกจากพืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้่ 1  คือ 
ผลลพัธ์ที�ดีที�สุด ซึ� งในที�นี1  คือ จุด ..... (....., .....) จะได ้Z = .....

ดงันนัในกรณีตวัอยางนี1 ่ 1  จะเห็นไดว้ามีผลลพัธ์ที�ดีที�สุดคาเดียว่ ่  จึงเรียก
ผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  Unique Optimal Solution (มีคาํตอบที�ดีที�สุด
คาํตอบเดียว)

จุด E (1, 2) จะได ้Z = 3 

เลืJอนเส้นความชันขึLนในทศิทางนีLเพืJอ เพิJมค่า Z



จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ   Min Z = -X1+ 2X2

ความชัน 1/2

ดงันนั1  จุดสุดทา้ยกอนออกจากพืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้่ 1  คือ 
ผลลพัธ์ที�ดีที�สุด ซึ� งในที�นี1  คือ จุด ..... (....., .....) จะได ้Z = .....

จุด B (4, 0) จะได ้Z = -4 

เลืJอนเส้นความชันลงในทศิทางนีLเพืJอลดค่า Z



จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ   Max Z = 3X1+ 2X2

ความชัน -3/2

ดงันนั1  จุดสุดทา้ยกอนออกจากพืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้่ 1  คือ ผลลพัธ์
ที�ดีที�สุด ซึ� งในที�นี1  คือ จุด ..... (....., .....) จะได ้Z = .....

จะเห็นไดว้ามีหลายผลลพัธ์ที�ดีที�สุดที�ใหค้า่ ่  Z เดียวกนั จึงเรียกผลลพัธ์
ลกัษณะนีวา1 ่  Multiple Optimal Solution (มีหลายคาํตอบที�ใหค้า่  Z 
เดียวกนั) ซึ� งสังเกตไดจ้าก เมื�อลากเส้นความชนัเพื�อใหส้อดคลอ้งกบั
ฟังกชนัเป้าหมาย์ �  จะไดด้งันนัเส้นสุดทา้ยกอนออกจากพืนที�ที�มีผลลพัธ์1 ่ 1
ที�เป็นไปได ้(เส้นความชนัทบักบเส้นใดเส้นหนึ�งของสมการเงื�อนไขั )

ทุกจุดบนเส้น C→B จะเป็นผลลพัธ์ที�ดีที�สุดที�ใหค้า่  Z เดียวกนั ซึ�งหนึ�งในผลลพัธ์ที�ดีที�สุด คือ จุด B (4, 0) จะได ้Z = 12

เลืJอนเส้นความชันขึLนในทศิทางนีLเพืJอ เพิJมค่า Z



จงหาคาํตอบโดยวิธีกราฟ   Max Z = 3X1+ 2X2

X2≥ 5  

จะเห็นไดว้าสมการเงื�อนไขนีทาํใหไ้มมี่ ่1  พืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้1  (No 
Feasible Region) เพราะไมมีพืนที�ที�ทบัซอ้นกนของทุกสมการเงื�อนไข่ ั1  
(No Intersection Area) ซึ� งแสดงวาไมมีผลลพัธ์ที�ทาํใหทุ้กสมการเงื�อนไข่ ่
เป็นจริง จึงเรียกผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  Infeasible Solution (ไมมีคาํตอบที�่
เป็นไปได)้ ซึ� งทาํใหไ้มมีผลลพัธ์ที�ดีที�สุด่  (No Optimal Solution)



จะเห็นไดว้ามีพืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้่ 1  (Feasible Region) แตเมื�อ่
ลากเส้นความชนัขึนเพื�อใหส้อดคลอ้งกบฟังกชนัเป้าหมาย1 ั ์ �  ไม่
สามารถหาขอบเขตของผลลพัธ์ได ้จึงเรียกผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  
Unbounded Solution (ไมมีขอบเขตของผลลพัธ์่ ) ซึ� งทาํใหไ้มมี่
ผลลพัธ์ที�ดีที�สุด (No Optimal Solution)

ถา้เปลี�ยน Max เป็น Min คาผลลพัธ์่ ?

จงหาคาํตอบโดยวธีิกราฟ
Max Z = 3X1+ 5X2
S.T.  X1 ≤ 4 

X1 ≥ 0

เลืJอนเส้นความชันขึLนในทศิทางนีLเพืJอ เพิJมค่า Z



วิธีกราฟ (Graphical Method)

จุดสุดทา้ยกอนออกจากพืนที�ที�มีผลลพัธ์ที�เป็นไปได้่ 1  คือ ผลลพัธ์ที�ดี
ที�สุด ซึ� งในที�นี1  คือ จุด (3.6, 1.4) จะได ้Z = 320 ดงันนัในกรณีตวัอยาง1 ่
นี1  จะเห็นไดว้ามีผลลพัธ์ที�ดีที�สุดคาเดียว่ ่  จึงเรียกผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  
Unique Optimal Solution (มีคาํตอบที�ดีที�สุดคาํตอบเดียว)



Concept of Simplex Method

(Z=120)

(Z=160)

(Z=160)

(Z=180) Max Z=3X1+2X2
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วิธีทางพีชคณิต (Algebraic Method)

ดงันนัการหาคาของ1 ่  Xi ไดจ้ากวิธีทางพีชคณิตตามหลกั Matrix

[ A | I | b]
[A-1 A | A-1 I | A-1 b]=> จะหาinverse matrix 

โดยวิธี Gauss Jordan Method

[ I | A-1     | A-1 b]





การแก้ปัญหาโดยวิธีซิมเพลกซ์ 
(Simplex Method)

1. ทุก ๆ ขอ้จาํกดเขียนอยใูนรูปสมการั ่  ยกเวน้ขอ้จาํกดั
ของตวัแปรยงัคงอยใูนรูปอสมการ่  (Xj ≥ 0)

2. คาคงที�ดา้นขวามือของสมการขอ้จาํกด่ ั  (RHS) ตอ้งไม่
เป็นลบ

3. ตวัแปรทุกตวัตอ้งไมเป็นลบ่
4. ฟังกชนัเป้าหมายจะอยใูนรูปการหาคาสูงสุดหรือตํ�าสุด์ ่ ่

• X1 + X2 = 3                   =>
• X1 + X2 ≥ -2 =>
• X1 + 2X2 + 3X3 ≤ 10   =>
• X1 + X2 ≥ 3                 =>

รปแบบมาตรฐานู



Simplex Method (Continue)

Basic Variable (BV) คือ อานคาจาก่ ่ identity matrix และเป็น
ผลลพัธ์เบืองตน้1  (initial feasible solution)=> ≥ 0 เสมอ

Non-basic Variable (NBV) คือ ตวัแปรที�ถูกกาหนดใหมี้คาํ ่
เริมตน้เป็น�  0 (ตวัที�ไมใช่ ่ I (Identity Matrix)) เพื�อจะได้
หาคาของ่  BV ออกมาจากสมการขอบเขตจาํกดได้ั  

ตวัแปรขาด (slack variable)

ตวัแปรเกนิ  (surplus variable)

ตวัแปรเทียม (artificial variable)

สรปตัวแปรที=เพิ=มขึ+นมาุ

+r1=

-s1 +r1≥

+s1≤



กรณีรูปแบบมาตรฐานมี m สมการ n ตวัแปร และ n ≥ m จะ
แกสมการไดก้ตอเมื�อ้ ็ ่  กาหนดให้ํ  n-m ตวัแปรมีคาเริมตน้เป็น่ �
ศูนย ์จึงสามารถหาคาํตอบของตวัแปรจาํนวน m ตวัได ้
ดงันนั1  จํานวนตัวแปรมลฐานู  (BV) = จํานวนสมการเงืJอนไข

ทวนทวน

� จาํนวนคาํตอบBasic Variable (BV) = จาํนวนสมการเงื�อนไข

อานคาจาก่ ่  I
สวนตวัแปรที�เหลือเป็น่  Non-Basic Variable (NBV) มีคา่  
เริมตน้เป็นศูนย์�

� Simple Simplex Method ใชใ้นกรณีที�ทุกสมการเงื�อนไขอยู ่   
ในรูป ≤ เทานนั่ 1  (มีSlack Variable มาเกยวขอ้งี� )

แตกรณีที�มี่  Artificial Variable มาเกยวขอ้งดว้ยี�  ตอ้งพฒันามา
ใช ้วิธี Big-M Method หรือTwo-Phase Method

� RHS ≥ 0 เสมอเพราะใชอ้านคาผลลพัธ์เบืองตน้่ ่ 1                      
(all positive value)



 ตย. Max Z= 3X1 + 5X2              Z -3X1 - 5X2 = 0
S.T.    X1 ≤ 4                       X1 + S1 = 4

2X2  ≤ 12                             2X2 + S2 = 12
3X1 + 2X2 ≤ 18 3X1 + 2X2 + S3 = 18

X1, X2      ≥ 0

=> Std.

ตารางเริ=มต้น(initial tableau)

Ratio
RHS

S1 = 4, S2 = 12 และ S3 = 18 เป็นคาํตอบเริมตน้�



ดงันนัขอ้สังเกตของการเลือกตวัแปรเขา้ของโจทย์1  Max ทาํไมเลือก
ส.ป.ส ในแถวที�ศนูยข์องตวัแปรไมมูลฐาน่  เป็นลบมากสุด (Most 
Negative) ปรับปรุงกอน่  เพราะยงิ�  ส.ป.ส ในแถวที�ศนูยนี์1  เป็นลบ
มากๆ ยงิมีสิทธิเพิม� �  Z ไดม้ากขึน1

และการเลือกตวัแปรออกทาํไมดูจากอตัราสวน่  (Ratio) ของสมการ
เงื�อนไข จากโจทย์

� สมการเงืJอนไขทีJ 1 (แถวทีJ 1): ไม่มี X2 ในสมการ (0) การเปลีJยนแปลงไม่มีผลกบั X2  
� สมการเงืJอนไขทีJ 2 (แถวทีJ 2): 2X2−+S2 = 12 ถ้าให้ S2 เป็น 0 →→→→X2 เพิJมได้มากสดุ  6       
� สมการเงืJอนไขทีJ 3 (แถวทีJ 3): 2X1+S3 = 18 ถ้าให้ S3 เป็น 0 →→→→X2 เพิJมได้มากสดุ  9

เพื�อใหทุ้กสมการขอ้จาํกดเป็นจริงั  เลือก X2 เพิมคาไดม้ากสุด� ่  6 

18/2 = 9สมการเงื� อนไขที�  3

12/2 = 6สมการเงื� อนไขที�  2

4/0 = ∝สมการเงื� อนไขที�  1

ค่ าอั ตราส่ วน 
(Ratio) 

ดงันนัเลือก1  S2 เป็นตวัแปรออก จากนนัทาํ1  Row Operation เพื�อใหเ้กดิ  I 
(Identity Matrix) ในคอลมัน์ของตวัแปร X2



Ratio

4
∞

2

RHS

Optimal Solution (คาํตอบ) S1 = 2, X2 = 6, X1 = 2, S2 = 0, S3 = 0 
และ Z = 36 เพราะ Z+ 3/2S2 + S3 = 36 ดงันนั1  Z = 36

(0*) = (0)+5(2*)
(1*) =(1)
(2*) = (2)/2
(3*) = (3)-2(2*)

(0**) = (0*)+3(3**)
(1**) = (1*)-(3**)
(2**) = (2*)
(3**) = (3*)/3



Simplex Proceeds

1. ทาํ LP ใหอ้ยใูนรูปมาตรฐาน่

2. หา BV และ NBV และใสคาทงัหมดไวใ้นตาราง่ ่ 1  tableau

3. หา current optimal

4. ดู NBV ใน (row 0)

Objective function:

Max �coefficients เป็น “–” เราจะเลือกลบมากสุด

Min � coefficients เป็น “+”  เราจะเลือกบวกมากสุด





ตัวอย่างการแปลงสมการ กรณทีี=ตัวแปรบางตัวมีค่าเป็นลบ



ตัวอย่างการแปลงสมการ กรณทีี=ตัวแปรบางตัวมีค่าเป็นลบ



 ตย. Min Z = 2X1 - 3X2 

S.T.    X1 +   X2 ≤ 4 
X1 - X2   ≤ 6 

X1, X2      ≥ 0

=> Std.

ตาราง(tableau)

Ratio

Optimal Solution (คาํตอบ) S2 = 10, X2 = 4, X1 = 0, S1 = 0 
และ Z = 2X1-3X2

= 2(0)-3(4) = -12
 ดงันนั1  Z = -12

����RHS



ตย. Max Z = 2X1 + 3X2 Z -2X1 - 3X2 = 0
S.T.    X1 - X2 ≤ 2 X1 - X2 + S1 = 2

-3X1 +  X2 ≤ 4       รูปมาตรฐาน⇒ -3X1 +  X2 + S2 = 4
X1, X2 ≥ 0

ตาราง(tableau)

(0*) = (0)+3(2*)

(1*) = (1)+(2*)
(2)   = (2*)

� �

-2X1+ S1 = 6 เพิม�  X1 ทาํให ้S1 เพิม�  
-3X1+X2 = 4  เพิม�  X1 ทาํให ้X2 เพิม�

} =>Z เพิ=ม

เนื=องจากไม่มีตัวแปรออก แสดงว่าไม่มีสมการเงื=อนไขควบคมทาํให้ตัวแปรุ  X1 เพิ=ม
เท่าไหร่กไ็ด้ ทาํให้ Z เพิ=มได้ถงึ∝∝∝∝ จึงสรปผลลัพธ์ลักษณะนี+ว่าุ  Unbounded Solution



 ตย. Max Z = 36X1 + 30X2  -3X3 -4X4
S.T.    X1 +   X2 - X3 ≤ 5 

6X1 + 5X2          - X4 ≤ 10
X1, X2, X3, X4 ≥ 0

ตารางสดท้ายุ (last tableau)

เพิม�  X3 ทาํให ้X4 เพิม�  
เพิม�  X3 ทาํให ้X1 เพิม�  } =>Z เพิ=ม

จากตวัอยางขา้งตน้สมการขอ้จาํกดอยใูนรูปเครื�องหมายนอ้ยกวาเทา่ ั ่ ่ ่ กบั (≤) ตวั
แปรที�เพิมเขา้มาเมื�อทาํตวัแบบใหอ้ยใูนรูปมาตรฐาน� ่  คือ ตวัแปรขาด (Slack 
Variable) แตในกรณีที�สมการขอ้จาํกดอยใูนรูปเครื�องหมายเทากบ่ ั ่ ่ ั  (=) และ
เครื�องหมายมากกวาเทากบ่ ่ ั  (≥) จะมีการใชต้วัแปรเทียม (Artificial Variable) 
เพิมเขา้มาเมื�อทาํตวัแบบใหอ้ยใูนรูปมาตรฐาน� ่  ซึ� งการใชว้ิธีซิมเพล๊กซ์ ธรรมดา
ไมสามารถหาคาํตอบได้่  จึงมีการพฒันาวธีิซิมเพล๊กซ์ธรรมดามาเป็นอีก 2 วธีิ คือ 
� การแก้ปัญหาด้วยเทคนิค บิlกเอม็ (Big-M Method)
� การแก้ปัญหาด้วยเทคนิค 2ระยะ (Two Phase Method)

เนื�องจากไมมีตวัแปรออก่  แสดงวาไมมี่ ่
สมการเงื�อนไขควบคุมทาํใหต้วัแปร X3 
เพิมเทาไหรกได้� ่ ่ ็  ทาํให ้Z เพิมไดถึ้ง� ∝ 
สรุปผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  Unbounded



การแก้ปัญหาโดยเทคนิค M (Big-M Method)

1. ทาํตวัแบบเชิงเส้นใหอ้ยใูนรูปมาตรฐาน่
2. เมื�อเติมตวัแปรเทียมในขอ้จาํกดแลว้ั (รูปมาตรฐาน) โดยตวัแปร

เทียม (r)≥ 0
3. จากนนั1  กาหนดคาของํ ่  M เป็นบวกที�มีคาใหญมาก่ ่  ๆ ใหเ้ป็น 

ส.ป.ส ของตวัแปรเทียม (R) เติมเขา้ไปทางซา้ยมือของสมการ
เป้าหมายเดิม โดยตอ้งใสขดักบเป้าหมายเดิม่ ั  โดยถา้ฟังกชนั์
เป้าหมายนีมี1

� ค่ามาก (Maximize)  ใหใ้ส่ + เขา้ไปทางซา้ยมือของสมการ
เป้าหมายเดิม

� ค่าน้อย (Minimize) ใหใ้ส่ - เขา้ไปทางซา้ยมือของสมการ
เป้าหมายเดิม

4. เขียนตารางเริมตน้ของ� ซิมเพลก๊ซ์
โดยหา ตวัแปรมูลฐาน และ ตวัแปรไมมูลฐาน่  ใสคาทงัหมดไว้่ ่ 1
ในตารางเริมตน้ของ� ซิมเพล๊กซ์ โดยใหต้วัแปรเทียมทุกตวัเป็น
คาํตอบมูลฐานเริมตน้�  โดยการใหต้วัแปรเทียมทุกตวัเป็นคาํตอบ
มูลฐานเริมตน้�  ทาํไดโ้ดยการทาํ Row Operation เพื�อใหเ้กดิ  I 
(Identity Matrix) ในคอลมัน์ของตวัแปรเทียม (Ri) หรือการทาํ Ri
ใหอ้ยใูนรูปของตวัแปรอื�นโดยการแทนคานนัเอง่ ่ 1

5. แกปัญหาโดยวธีิ้ ซิมเพลก๊ซ์

∑
=

n

i
iMR

1

∑
=

n

i
iMR

1



 ตย. (0)   Max Z= 3X1 + 5X2           Z -3X1 - 5X2 + MR3 = 0
S.T. (1) X1 ≤ 4                       X1 + S1 = 4

(2) 2X2  ≤ 12                             2X2 + S2 = 12
(3) 3X1 + 2X2 = 18 3X1 + 2X2 + R3= 18
(4) X1, X2    ≥ 0

=> Std.

คาํตอบมูลฐานเริมตน้�  (X1, X2, S1, S2, R3) = (0, 0, 4, 12, 18)
จาก (3) R3= 18 - 3X1 - 2X2 แทนใน (0)

Z -3X1 -5X2 + M(18 - 3X1 - 2X2)    =    0
Z - (3M+3)X1 - (2M+5)X2 + 18M  =    0
Z - (3M+3)X1 - (2M+5)X2 =  -18M 







ตย. จงใช้วิธี Big-M เพื=อหาคาํตอบ พร้อมสรปคําตอบของผลลัพธ์ุ  

Max Z= 3X1 + 2X2 Z -3X1 - 2X2 + MR2 = 0

S.T. 2X1 +  X2 ≤ 2                  2X1 +  X2 + S1 = 2

2X1 + 4X2 ≥ 12  รูปมาตรฐาน⇒ 2X1 + 4X2 - S2 + R2 =12

X1, X2 ≥ 0

ตาราง(tableau)

กาหนดใหต้วัแปรเทียมทุกตวัเป็นคาํตอบมูลฐานเริมตน้ํ �  โดยการใหต้วั
แปรเทียมทุกตวัเป็นคาํตอบมูลฐานโดยการทาํ คอลมัน์ของตวัแปรเทียม 
(Ri) ใหเ้กดิ  I (Identity Matrix) หรือการทาํ Riใหอ้ยใูนรูปของตวัแปรอื�น่
โดยการแทนคานนัเอง่ 1
จาก (2)   R2= 12 - 2X1 - 4X2+ S2 แทนใน (0)

Z -3X1 -2X2 + M(12 - 2X1 - 4X2+ S2)    =    0
Z + (-3-2M)X1 + (-2-4M)X2 + MS2 =  -12M 

ดงันนัคาํตอบมูลฐานเริมตน้1 �  (X1, X2, S1, S2, R2) = (0, 0, 2, 0, 12)



โจทยข์อ้นีฟังกชนัเป้าหมายมีคามาก1 ์ ่  (Maximize) ซึ� งในที�นี1  ส.ป.ส ใน
แถวที�ศนูยห์นา้ตวัแปรไมมูลฐาน่  (NBV) มีคาเป็นบวกหมด่  แสดงวาไม่ ่
สามารถเพิมคา� ่  Zไดอี้ก แตจากการอานผลลพัธ์่ ่  R2 = 4 ซึ� งเป็นตวัแปร
เทียมและตอ้งมีคาเทากบศนูยเ์ทานนั่ ่ ั ่ 1  ดงันนักรณีที�อานผลลพัธ์แลว้ได้1 ่  
Ri > 0 แสดงวาไมมีผลลพัธ์ที�ทาํใหทุ้กสมการเงื�อนไขเป็นจริง่ ่  จึงเรียก
ผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  Infeasible Solution (ไมมีคาํตอบที�เป็นไปได้่ ) ซึ� ง
ทาํใหไ้มมีผลลพัธ์ที�ดีที�สุด่  (No Optimal Solution) ดงันนัโจทยข์อ้นี1 1  
R2> 0 แสดงวาผลลพัธ์เป็น่  Infeasible Solution



ตย. จงหาคาํตอบของปัญหาโดยวิธี Big-M
(0)   Min Z= 3X1 + 5X2           Z -3X1 - 5X2 – MR2–MR3 = 0
(1) X1 ≤ 1                       X1 + S1 = 1
(2) 2X2   = 12                             2X2 + R2 = 12
(3) 3X1 + 2X2 ≥ 18 3X1 + 2X2 - S3 + R3= 18
(4) X1, X2    ≥ 0

=> Std.

คาํตอบมูลฐานเริมตน้� (X1, X2, S1, S3, R2, R3) = (0, 0, 1, 0, 12, 18)
จาก (2) R2= 12 - 2X2 แทนใน (0)

R3= 18 - 3X1 -2X2 + S3 แทนใน (0)
จะได้

Z -3X1 -5X2 – M(12 - 2X2) - M(18 - 3X1 - 2X2 + S3) = 0
Z + (3M-3)X1 + (4M-5)X2 –MS3 = 30M

ตารางเริ=มต้น(initial tableau)



ลกัษณะผลลพัธ์ของโปรแกรมเชิงเส้น

ผลลพัธ์ทีJเป็นไปได้ (Feasible Solution)  เป็นผลลพัธ์ที�ทาํให้
เงื�อนไขบงัคบัทุกขอ้เป็นจริง

กรณไีม่มีผลลพัธ์ทีJเป็นไปได้ (Infeasible Solution)
กรณีนีเกดขึนเมื�อไมมีจุดที�สอดคลอ้งกบเงื�อนไขบงัคบั1 ิ ่ ั1
ทงัหมดแมแ้ตจุดเดียว1 ่   นนัคือไมมีบริเวณของผลลพัธ์ที�� ่
เป็นไปได้

ผลลพัธ์เหมาะทีJสดุ  (Optimal Solution)  เป็นผลลพัธ์ที�
เป็นไปไดซึ้�งทาํใหฟั้งกชนัจุดประสงคมี์คาดีที�สุด์ ่   คาํวา่
ดีที�สุดหมายถึงมีคามากสุดหรือนอ้ยสุดขึนกบวา่ ั ่1
ฟังกชนัจุดประสงคเ์ป็นการหาคาสูงสุดหรือตํ�าสุด์ ่   
ดงันนัผลลพัธ์เป้าหมายจึงเป็นผลลพัธ์ที�สอดคลอ้งกบ1 ั
เงื�อนไขบงัคบัทงัหมด1  และทาํใหฟั้งกชนัจุดประสงคมี์์
คามากสุด่  (หรือนอ้ยสุด)

� Unique optimal solution
� Multiple optimal solutions



X3 = 4

-2X2+X4=12 ⇔ Unbound for X2 can increase till ∞

-2X2+X5=18

When X2 is chosen to be entering variable

(most negative on Z in max problem)

-2

0

-2    �We can’t choose to be calculate ratio 

-2            (no leaving variable)

ผลลพัธ์ทีJไม่มีขอบเขต (Unbounded Solution)
 จากตารางสุดทา้ยของซิมเพลก๊ซ์ ในกรณีที�ไมมีตวัแปรใด่
มีคุณสมบติัเป็นตวัแปรออกได ้ นนั� คือสมัปะสิทธิทุกตวั�
ในคอลมัน์หลกัมีคานอ้ยกวาหรือเทากบศูนย์่ ่ ่ ั  ทาํใหต้วัแปร
เขา้มีคาเพิมขึนไดไ้ดจ้าํกด่ ั� 1   ซึ�งมีผลใหฟั้งกชนัจุดประสงค์์
มีคาเพิมขึนไดไ้มจาํกดเชนกน่ ่ ั ่ ั� 1  ดงัตวัอยางตอไปนี่ ่ 1
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กรณีผลลพัธ์ทีJเหมาะสมทีJสดหลายค่าุ   (Multiple Solutions)

กรณีนีเกดขึนเมื�อฟังกชนัจุดประสงคเ์ป็นเส้นตรงที�ขนานกบเงื�อ1 ิ ์ ั1 นไข
บงัคบั  ซึ� งทาํใหไ้ดผ้ลลพัธ์มากกวาหนึ�งคา่ ่   ที�ใหผ้ลลพัธ์เหมาะที�สุดเทากน่ ั

จากตารางสุดทา้ยของซิมเพล๊กซ์ กรณีนีเกดขึนเมื�อ1 ิ 1  ส.ป.ส.ของตวัแปรไม่
มูลฐานในแถวที�ศนูยมี์คาเทากบศนูย์่ ่ ั  นนัคือมีตวัแปรเขา้แตไมทาํใหค้า� ่ ่ ่  Z 
เปลี�ยนแปลง (เพราะส.ป.ส.ของตวัแปรไมมูลฐานมีคาเทากบศนูย์่ ่ ่ ั ) และ
เมื�อมาพิจารณาตวัแปรออกปรากฏวามีตวัแปรที�มีคุณสมบติัเป็นตวัแปร่
ออกได ้ทาํใหต้วัแปรเขา้มีคาเพิมขึนไดจ้าํกด่ ั� 1  (คาของผลลพัธ์เปลี�ยนแปลง่ )
ซึ� งมีผลใหฟั้งกชนัจุดประสงคมี์คาเทาเดิม์ ่ ่  ทาํใหมี้หลายคาํตอบที�ใหค้า่  Z 
เดียวกนั



ตารางสุดทา้ยของซิมเพลก๊ซ์ของปัญหาฟังกชนัเป้าหมายคามาก์ ่ (Max)  

ผลลพัธ์ คือ(X1, X2, X3, S1, S2, S3, S4) = (2, 0, 8, 24, 0, 0, 5)และ Z = 280

พบวาเป็นคาํตอบที�ดีที�สุดอีกหนึ�งคาํตอบ่  คือ (X1, X2, X3, S1, S2, S3, S4) = (0, 1.6, 
11.2, 27.2, 0, 0, 3.4) ที�ใหค้า่  Z เทากนคือ่ ั  280 ดงันนัจึงเรียกผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 1 ่  
Multiple Optimal Solution (มีหลายคาํตอบที�ใหค้า่  Z เดียวกนั)



 การแก้ปัญหาด้วยเทคนิค2ระยะ 
(Two Phase Method) 

Phase I : ทดสอบวามีผลลพัธ์ที�เป็นไปไดห้รือไม่ ่ (Feasible Solution) 
� Min the sum of artificial variables (objective fn)

� Original constraints
� Give starting basic feasible solution to the second phase
� The end of the 1st phase one of artificial  ≠ 0 then infeasible

ใหส้ร้างสมการเป้าหมายใหมเป็นหา่ ค่าตํ=าสดของผลบวกของตัวแปรุ
เทยีม โดยมีขอ้จาํกดของปัญหาเดิมั  แลว้สร้างตารางซิมเพลก๊ซ์วเิคราะห์
ปัญหา 
ถา้ตารางสุดทา้ยไดค้าฟังกชนัเป้าหมายเป็น่ ์  0 แสดงวาปัญหานนัมี่ 1
คาํตอบ ใหท้าํระยะที� 2 ตอไป่  
ถา้คาฟังกชนัเป้าหมายในระยะที�่ ์  1 ไมเป็น่  0 แสดงวาปัญหานนัไมมี่ ่1
คาํตอบจึงเรียกผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  Infeasible Solution (ไมมีคาํตอบที�่
เป็นไปได)้ เพราะไมสามารถหาตวัแปรมูลฐานใหมที�จะเขา้แทนที�ตวั่ ่
แปรเทียมได ้จึงไมตอ้งทาํระยะที�่  2อีก



Phase II : ผลลพัธ์ z=0 จาก phase I เราจะทดสอบผลลพัธ์ที�ดีที�สุดของ
ปัญหาจาก phase II
� The original objective fn
� Use new constraints from phase I
� Solve by simplex method

เมื�อไดค้าฟังกชนัเป้าหมายใหมเป็น่ ์ ่  0 ใหใ้ชค้าํตอบมูลฐานที�เหมาะสมที�
ไดจ้ากระยะที� 1 ไปเป็นขอ้จาํกดใหมในตารางเริมตน้ั ่ � ซิมเพลก๊ซ์ของ
ระยะที� 2 โดยใหต้ดัคอลมัน์ของ Ri ทิLง จากตารางซิมเพลก๊ซ์สุดทา้ยที�
ไดจ้ากระยะที� 1 (เพราะขอ้จาํกดใหมที�ไดนี้ทาํใหต้วัแปรเทียมทุกตวัเป็นั ่ 1
ศนูยแ์ลว้)
แลว้นาํตารางที�ไดไ้ปเป็นตารางเริมตน้� ซิมเพลก๊ซ์ของระยะที� 2 โดยใช้
สมการเป้าหมายเดิมของโจทย ์(ค่าสงสดู ุ หรือค่าตํ=าสดุ ) จากนนั1
แกปัญหาโดยวธีิ้  ซิมเพล๊กซ์ตอไปจน่  กระทงัไดค้าํตอบที�เหมาะสม�



 ตย. Min Z= 4X1 + X2 

S.T.           3X1 + X2 = 3
4X1+ 3X2  ≥ 6
X1 + 2X2 ≤ 4

X1, X2 ≥ 0

Phase I
Minimize r = R1 + R2

S.T.           3X1 + X2 +R1              = 3
4X1+ 3X2- S2 +R2 = 6
X1 + 2X2 + S3 = 4

X1, X2, S2, S3, R1, R2 ≥ 0



Phase I Minimize r = R1 + R2

S.T.         3X1 + X2 +R1 = 3
4X1 + 3X2- S2 +R2 = 6

X1 + 2X2 + S3 = 4
X1, X2, S2, S3, R1, R2 ≥ 0



� จากตารางสุดทา้ยของซิมเพลก๊ซ์ระยะทีJ 1 (Phase I) พบวา่
เป็นคาํตอบที�ดีที�สุดแลว้ของฟังกชนัเป้าหมายมีคานอ้ย์ ่  
(Minimize) โดยการดูที� ส.ป.ส ในแถวที�ศูนยห์นา้ตวัแปร
ไมมูลฐาน่  (NBV) ซึ�งในที�นี1  ส.ป.ส ในแถวที�ศูนยห์นา้ตวั
แปรไมมูลฐาน่  (NBV) มีคาเป็นลบหมด่  แสดงวาไม่ ่
สามารถลดคา่  Zไดอี้ก ดงันนัจากผลลพัธ์ของระยะที�1  1 จะ
พบวา่ R1 = 0, R2 = 0 และ Z = 0 แสดงวามีผลลพัธ์ที�ทาํให้่
ทุกสมการเงื�อนไขเป็นจริง จึงเรียกผลลพัธ์ลกัษณะนีวา1 ่  
Feasible Solution (มีคาํตอบที�เป็นไปได)้ จากนนัทาํ1 ระยะ
ทีJ 2 (Phase II) ตอ่

� แตถา้กรณีที�อานผลลพัธ์แลว้ได้่ ่  Ri> 0 แสดงวาไมมี่ ่
ผลลพัธ์ที�ทาํใหทุ้กสมการเงื�อนไขเป็นจริง จึงเรียกผลลพัธ์
ลกัษณะนีวา1 ่  Infeasible Solution (ไมมีคาํตอบที�เป็นไป่
ได)้ ซึ�งทาํใหไ้มมีผลลพัธ์ที�ดีที�สุด่  (No Optimal Solution) 



Phase II  Minimize Z = 4X1 + X2

S.T.         X1 +        1/5 S2 = 3/5
X2- 3/5 S2 = 6/5

S2 + S3  = 1
X1, X2, S2, S3 ≥ 0

ผลลพัธ์ที�ดีที�สุด X1 = 2/5, X2 = 9/5, S2 = 1, S3 = 0 และ Z = 17/5 



บทที� 3: การหาผลลพัธ์การโปรแกรมเชิงเส้นโดย
โปรแกรมสาํเร็จรูป LINDO และ LINGO
(LINDO and LINGO)
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การหาผลลพัธ์การโปรแกรมเชิงเส้น
โดยโปรแกรมสาํเร็จรูป LINDO

โปรแกรม LINDO เป็นโปรแกรมสาํเร็จรูปที�สามารถใช้
หาผลลพัธ์ของปัญหาการโปรแกรมเชิงเส้น  การโปรแกรม
จาํนวนเตม็  และการโปรแกรมควอดราติก

ตัวอย่างคาํสั=งของโปรแกรม LINDO
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